Semana 12

» Se sugiere antes de resolver los ejercicios ver los videos de YouTube de los temas correspon-
dientes asi como también leer la bibliografia recomendada y el material tedrico subido en el
campus del curso.

= A continuacién se presentan algunos ejercicios resueltos y algunas observaciones para resolver
los ejercicios 26 a 32 de la Guia 3. Los ejercicios propuestos que no estan en la gufa (pero que
se relacionan con los mismos) no tienen numeracion.

Antes de comenzar con los ejercicios de la Semana 12, algunos comentarios sobre algunos ejerci-
cios de la Semana 11.

La semana pasada vimos que si (V, (-, -)) es un K-espacio euclideo y S C V es un subespacio de
dimensién finita, entonces la funciéon Ps : V — V que a cada vector v € V le asigna su proyeccién
ortogonal sobre S estd bien definida, es lineal, es un proyector y ademés vimos que Im(Ps) =Sy

Nu(Ps) = St. Ademés, si {v1,vs,--- ,v,} es una base ortogonal de S, tenemos que:
(v,v1) (v,vr)
Poo) = D0 oy ooy A0 ) (1)
[[or]|? lo 12"

Si V es dimension finita y B es cualquier base de V, podemos estar interesados en calcular la
matriz de la transformacién lineal Ps en dicha base B. Recuerden que si B = {wi,wa, - ,wy,} es
una base del espacio vectorial V entonces, las columnas de [Ps]5 nos quedan

[Ps]G = [ [Ps(wi)]” [Ps(w2)]? -+ [Ps(wn)]] € K™,
donde para i =1,2,--- ,n podemos calcular Ps(w;) usando la férmula (1).
Veamos dos ejemplos.
Ejercicio 17 bis :

a) En R?*2 con el producto interno canénico de R?*2, hallar la matriz con respecto a la base
canénica de R?*2 de la proyeccién ortogonal de R?*? sobre S el subespacio de todas las matrices
simétricas.

b) En R* con el producto interno canénico de R?*, hallar la matriz con respecto a la base canénica
de R* de la proyeccién ortogonal de R* sobre S = gen{[1 —100]7,[10 —1 0]7}.

Dem. a) : La Semana 11 resolvimos el Ejercicio 18 y hallamos la expresién de Ps : R?*2 — R2%2
la proyeccién ortogonal de R?*?2 sobre S (el subespacio de todas las matrices simétricas) y nos quedé

T

z2+23
PS(X) = |: To+x3 2 :|
2

T4

0 0 0 0 10 01
tonces, haciendo cuentas tenemos que:

]?{ecordaurqueE:{[1 0}, {0 1], [0 O], [0 O]}eslabasecanénicadeRQXQ.En—
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Por lo tanto

pig=iesC | o o [pE s g g s s g e
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b) : Para calcular Ps(x) en cualquier vector € R?* con la férmula (1), necesitamos una base
ortogonal de S. Claramente B := {[I —100]%7,[1 0 —1 0]} es una base de S pero no es ortogonal
(en el producto interno canénico de R*). Aplicando el algoritmo de Gram-Schmidt que veremos a
continuacién, tenemos que B’ := {[1 —100]7,[1 1 —20]7} es una base ortogonal de S.

Recordar que E = {[1 00 0]7,]0 1 0 0]7,[0 0 1 0]7,[0 0 0 1]7} es la base canénica de R*.
Entonces, haciendo cuentas tenemos que:

(rooo®,n1 —1007) (tooo™, 11 —20")

Ps([1000/7) = M =100 1 —1007+ 1 20| 11 —20%
1 1 2 1 1
=50 _100]T+6[11 —20]T:[g -3 —go]T,
2
31
v [Ps([1000]7)]" = :g
0

Operando de manera similar, nos queda que:



i _2% ]

Ps(0100")=[-3 5 —30" y [Ps(0100")]"= | 3
— 03 -

i

Ps(0010")=[-3 -3 30" vy [Ps(0010]")]" = %3
L 0 .

Ps(00017) =[0000 y [Ps(00017)F =

o O o o

Por lo tanto

[Ps]E = [ [Ps([L000]")]" [Ps([0100]")]" [Ps([0010]")]" [Ps([0001]")]"]

Observar que en el ejercicio anterior vale que (hacer la cuenta)
[Ps)E = ([Ps]E)? = (IPs]E)"

Como Ps es un proyector, ya vimos que siempre vale que [Ps]E = ([Ps]5)?.

Por otra parte, como ademds Ps es un proyector ortogonal, al final de este pdf (més abajo)
veremos que siempre que consideremos el producto interno canénico de R" y F sea la base
canénica de R", entonces vale que [Ps]% = ([Ps]E)T.

Como veran esa es una herramienta para verificar rapidamente si cometimos algin error al

calcular [Ps]E ya que si no se cumple que [Ps]E = ([Ps]5)? = ([Ps]£)T, entonces la matriz estd mal
calculada.



Algoritmo de Gram-Schmidt

Sea (V,(-,-)) un K-espacio euclideo y sea B = {v1,v9,--- ,v,} una base de V, el algoritmo
de Gram-Schmidt nos permite obtener una base ortonormal B’ = {wy,ws, -+ ,w,} de V a
partir de la base B con la siguiente propiedad:

gen{v1} = gen{wi },
gen{vi,ve} = gen{wi, wsy},

gen{vi, ve,v3} = gen{wy, wa, w3},

gen{U1;U2;U37 to 7Un} = gen{w17w2>w37 to awn}-

Veamos un ejemplo de aplicacién del algoritmo de Gram-Schmidt.

Ejercicio 28 : Se considera el R-espacio euclideo (C([—1,1],R),(-,-)) con el producto interno
definido por

1
(1) = [ f@garts
y el subespacio Ro[z].

a) Utilizar Gram-Schmidt para producir una base ortonormal {pg, p1,p2} de Ra[z] a partir de la

base {qo,q1,q2} donde qo(z) =1, q1(x) =z, ¢2(x) = 22

b) Hallar las siguientes proyecciones ortogonales Pg,[5)(sin(z)), Pg,[z)(cos(z)).

c¢) Calcular las distancias d(sin(z), Ra[z]) v d(cos(x), Re[x])

Dem. a) : Apliquemos el algoritmo de Gram-Schmidt.

Paso 1:
q0

Mol
Como ||qo|? = fil qo(z)?dx = fil 1dz = 2. Entonces

Po

1
po(z) = ﬁ

Paso 2
r1=q1 — (q1,p0) Po-
Entonces, haciendo cuentas

1 1 2
<Q17p0>:/1ql(£ﬂ)po($)d:p:/ x(i)dmzii‘l -0



Por lo tanto 71 = ¢1 y como ||r1]|? = ||q1||* = fil q1(z)%dr = fil z?dz = 2. Entonces,
r1(x) 3
p(z) = —= \/7 x
7] 2

T2 =q2 — (q2,p1)P1 — (2, D0 ) Po-

Paso 3

Entonces, haciendo cuentas

1 1 1'3
() = | w@miads = [ oo = 2= =

1 e 3ot

(qz,p1>:/ ¢2(z)p1(z)dx = 2\ 5 z dr = 51\71:0.
~1 ~1

Por lo tanto r2 = g2 — (g2, po ) po entonces ro(x) = z° — L2—= = x° — % y como |ra|* =

f [ r2()?de = f_ll(ac2 - %)Qd:v = 4%. Entonces,

ra(z) ﬁlﬂ_,
Il V@ 7 3)

La base ortonormal del subespacio Ra[z] nos quedd

SR

Recuerden que siempre podemos verificar si hicimos bien las cuentas viendo que efectivamente
(po,p1) = (po,p2) = (p1,p2) =0y [lpoll = llp1ll = [Ip2l| = 1.

p2(x) =

b) : Como en el paso a) calculamos una base ortonormal del subespacio Ra[z] podemos aplicar
la férmula de la proyeccién ortogonal (1). Recuerden que esa férmula sélo se puede usar cuando
tenemos una base ortogonal del subespacio en cuestién, en este caso tenemos una base ortonormal
(en particual es ortogonal). Entonces, usando la base ortonormal {pg, p1,p2} del item a), nos queda

P, z)(sin(z)) = (sin(z), po ) po + (sin(z), p1) p1 + (sin(z), p2) p2.
Haciendo cuentas, tenemos que
1

1
(sin(z),po) = /1 sin(x)po(z) doz = /1 sin(sc)\}§ dx = 0.

(sin(z),p1) = /11 sin(z)p1(z) dx = /11 sin(w)\/g x dr = \/3(2 sin(1) — 2cos(1)).

1 1
(sin(z),p2) = /1 sin(x)pa(x) de = /1 sin(x) %5(372 — =) dx=0.



Entonces,

Pryje) (sin(z)) = g(2sin(1) - 2cos(1))(\/§ 7)
3(sin(1) — cos(1)) x.

De manera similar,
P, )(cos(x)) = (cos(x),po ) po + (cos(x), p1) p1 + (cos(z), p2) pa.
Haciendo cuentas, tenemos que

! 1 1
cos(x)—= dxr = — 2 sin(1).

1
(cos(z), po) = / cos(e)m(e) do = / cos(e) 5 do =

{cos(), p1 ) = / ' cos(@)py(z) de = /_ 11 cos(x)\/g v de =0,

-1

' ! sin
(cos(x),p2) = / cos(x)p2(x) do = / cos(x) %(12 — %) dr = \/§(4COS(1) — 8 3(1)),

-1 -1

Entonces
8sin(1) 45 1
—(@* - 7))

o (cos(a)) = = 2 sin(1)(J= 1) + V2 cos(r) — 3300 B L
— sin(1) 1+ % (3cos(1) — 2sin(1)) (a2 — %).

¢) : Recordando la férmula de la distancia de un punto a un subespacio, tenemos que

d(sin(z), Ra[z]) = || sin(x) — Proa] (sin(z)]| = || sin(x) — 3(sin(1) — cos(1)) z||.

Haciendo la cuenta, tenemos que
! 11sin(2)

i — 3(sin(1) — cos z||? = sin(x) — 3(sin(1) — cos z)? dx = —
[ sin(z) — 3(sin(1) (1) | /1( (z) — 3(sin(1) (1) z)” d 5
Entonces :
d(sin(z), Ra[x]) = 1 312n(2) —5=~0,0337.

2 =)

d(cos(z), Ra[z]) = || cos(z) — Pr,[z)(cos(x)|| = || cos(x) —sin(1) 1 — ?5 (3cos(1) —2sin(1)) ( 3

Haciendo la cuenta, tenemos que
15 1
|| cos(z) —sin(1) 1 — 5 (3cos(1) — 2sin(1)) (2% — §)||2
L 15 5
= / (cos(x) —sin(1) 1 — 5 (3cos(1) — 2sin(1)) (z* — 3
-1

))? du

121 sin(2
- Szm() — 65— 24.cos(2).



Entonces

121 sin(2
d(cos(z), Raz]) = \/S;n() 65— 24.cos(2) ~ 0,0043.

O]

Como se ve la aproximacién de las funciones sin(x) y cos(z) por los 3 primeros polinomios de
Legendre normalizados es bastante buena.

Ejercicio de examen: Se considera Ra[x| con el producto interno definido por

1
(pq) = /0 p(x)q(x)dz.

Sea C = {1;2 — ;22 — 2 + £} una base (ordenada) ortogonal de Ra[z] que se obtuvo aplicando el
algoritmo de Gram-Schmidt a la base ordenada B = {p1;p2;ps} de Ra[z]. Calcular

d(q, gen{p1, p2}),
donde ¢(z) =1 + z2.
Dem. Recordar que como gen{pi,p2} es un subespacio de dimensién finita, tenemos que

d(q, gen{p1,p2}) = [l¢ — Pgenipr p23 (D |I-

No sabemos quiénes son los vectores p; y pg, sin embargo, sabemos que la base (ordenada)
ortogonal C' se obtuvo aplicando el algoritmo de Gram-Schmidt a la base ordenada B. Vimos al
principio de esta Seccion que el algoritmo de Gram-Schmidt, asegura que:

gen{pr} = gen{1},

1
gen{p17p2} - gen{lax - 5}7

1 1
gen{p1,p2,p3} = gen{l,z — 5’:62 — 4+ 6}'

Por lo tanto, gen{p1, po} = gen{l,2—3} y ademds {1,z—1} es una base ortogonal de gen{p1, p2}.
Entonces, podemos aplicar la férmula de la proyeccién ortogonal (1) y tenemos que

2 2 1
Py o) (@) = Prenip (1 +5%) = 1 m?w Skt o o)
[ = 3l 2
5., 13, |
:II—l—II(a:—i)
4 N
—§+($—§)—x+6.

Entonces

b
d(1 + 2%, gen{p1,p2}) = |1 + 2% = Pyen(p, poy (1 +2°)| = 1+ 2° = (z + 2)||

6
1 1
e 2— — || = _—
=z x+6H \/10



Descomposiciéon QR

Sea A € K™*" de rango n. Una descomposicion QR de A es una factorizacién
A=QRcon Q e K™" y R e K"",

tales que las columnas de @ son una base ortonormal de col(A) considerando el producto
interno candnico de R™ y R es triangular superior con nimeros positivos en la diagonal
principal.

Ejercicio 29 : Sea A € R™*" de rago n.
a) Comprobar que existe una descomposicién QR de A.

b) Demostrar que la descomposicién QR de A es tnica.

Dem. a): Lo vamos a demostrar usando el algoritmo de Gram-Schmidt.

Supongamos que aj,az,---a, € R™ son las columnas de A, es decir A = [a1 a2 ag -+ ap)].
Como dim(col(A)) = rg(A) = n, tenemos que el conjunto {a1,asz,--- ,a,} es LI, entonces podemos
aplicar el algoritmo de Gram-Schimdt a dicho conjunto usando el producto interno canénico de R™.
Si hacemos eso, vamos a obtener una base ortogonal {wy,ws,- - ,wy} de col(A), donde:

w1 = aq
w2 = a3 — 012wy,

w3 = az — 13w — 3wz,

Wn = Gp — ¥1pW1 — Q2pW2 — *++ — Q(p_1)nWn—1-
Con ( > .
Aj, Wy wy; aj . .
Qi = = para 1 <14 < j.
Yl [l l?

Despejando cada a; de la ecuacién anterior, obtenemos:

a) = wy,
as = 12wy + wa,

az = 13wy + ao3ws + w3,

p = QW1 + Qopwo + -+ - + A (pn—1)nWn-1 + wy.



Entonces, si escribimos lo anterior de manera matricial, nos queda

[ ]. 0412 0[13 P aln
A:[a1a2a3"‘an]:[w1w2w3...wn] 0 0 1 coe Qs
| 0 0 0 1
(1 a2 aiz -+ aip |
0 ]. a23 “ee aQ’rL
Llamemos Qg = [wy wy - w,] € R™ "y Rg=| 0 0 1 - a3n | e Rexn,
0 0 0 1

Entonces A = Qo Ry y ya casi estamos. Notar que las columnas de ()¢ forman una base ortogonal
de R™ (con el producto interno canénico de R™). Queremos que las columnas formen una base
ortonormal, eso lo arreglamos definiendo

wj

Q:=1[q1 9293 - qu) con g; = .
(||

Para que el producto nos siga dando A necesitamos modificar Ry de la siguiente manera:

w1l cazflwi]  csflwi|l - Qanllw]
0 lwa|l  agsllwal| -+ qonl|wa|
R .= 0 0 Jwal| - azp||ws]|
0 0 0 o wall
Entonces
A =QR,

donde R es triangular superior con elementos positivos (no nulos) en su diagonal principal y @ es una
matriz cuyas columnas forman una base ortonormal de R™. Sélo nos resta ver que col(Q) = col(A).
De hecho, como A = QR, entonces es claro que col(A) = col(QR) C col(Q). Por otra parte, como
R € R™™ es una matriz triangular superior con elementos positivos (no nulos) en su diagonal
principal, es facil ver que det(R) > 0, entonces R es inversible, por lo tanto

AR'=(QRIR'=QI = Q.

Entonces, col(Q) = col(AR™') C col(A). Como probamos la doble inclusién, concluimos que
col(Q) = col(A).
Entonces A = QR es una descomposicién QR de A.

b) : Veamos que la factorizacion A = QR del item a) es dnica. Pero antes de hacer la prueba,
vamos a remarcar los siguientes hechos que se pueden verificar facilmente:



» Si R € R™" es una matriz triangular superior entonces R’ es una matriz triangular
inferior.

» Si R € R™ ™ es una matriz triangular superior inversible entonces R~ también es una
matriz triangular superior inversible.

» Si R,R' € R™" son dos matrices triangulares superiores inversibles entonces RR'~! y
R'R~! también son matrices triangulares superiores inversibles.

» SiQ € R™*™ es una matriz cuyas columnas forman una base ortonormal (tomando el producto
interno candnico de R™). Entonces

QTQ = Ign.
De hecho, si @ = [q1 ¢2 - qn], donde ¢1,q2,- -+ ,gn € R™ son las columnas de Q). Entonces
qlT Q§Q1 CI§Q2 s q?qn 10 --- 0
T e 01 0
q B dq1 4542 45 4n
Q"Q= | 2 |lna - ql= : : : = . . | = Ire.
. : : : : :
n G G dndn 00 - 1

Donde usamos que las columnas de @ forman una base ortonormal (con el producto interno canénico
de R™). Entonces 0 = (¢;,q; ) = quqi para todo i # j y 1 = ||¢||*> = ¢/ ¢i, para todo i = 1,2,--- , n.

Ahora si, probemos el item b). Supongamos que A = Q'R’ es otra descomposicién QR de
A. Entonces, R’ € R™ ™ es triangular superior con elementos positivos (no nulos) en su diagonal
principal y Q" € R™*™ es una matriz cuyas columnas forman una base ortonormal de col(A). Como
A = QR tenemos que

QR =Q'R. (2)

Multipliquemos la ecuacién (2) a izquierda por Q7 y a derecha por R™!, entonces usando las
propiedades que acabamos de ver, tenemos por un lado

Q/T(QR)R—l — QIT(Q/R/)R—l — (Q/TQ/)R/R_l _ R/R_l

y por el otro
Q/T(QR)Rfl — Q/TQ(RRfl) — Q/TQ~

Entonces, probamos que
Q"Q=QTQRR = RR™. 3)

De (3) tenemos que como R'R~! es una matriz triangular superior, entonces Q" Q es una matriz
triangular superior.

10



Ahora, multipliquemos la ecuacién (2) a izquierda por Q7 y a derecha por R'~!, entonces usando
las propiedades que acabamos de ver, tenemos por un lado

QT(QR)R/—l — QT(QIR/)R/—l — QTQ/(R/R/—l) _ QTQ/
y por el otro lado
QT@RE = (QTQRR = R,

Entonces, probamos que
RR™'=Q"(QR)R =Q"Q". (4)

De (4) tenemos que como RR'~! es una matriz triangular superior, entonces Q7'Q’ es una matriz
triangular superior. Entonces, (Q7Q")” por un lado es triangular inferior y por el otro lado como
(QTQNT = Q'Q, por (3), tenemos que (QTQ")” es triangular superior. Entonces (QT Q") = Q"7 Q,
es a la vez triangular superior y triangular inferior. Entonces Q'7'Q es una matriz diagonal. A esa
matriz diagonal, la llamamos D y entonces tenemos que

d 0 - 0
oro=rri=p=|_ 01
00 - d,
con di,ds,--- ,d, € R. Multiplicando (2) a izquierda por @', tenemos por un lado que

QT(QR) = (Q"QR=DR

y por el otro lado
QIT(Q/R/) — (Q/TQ/)R/ — R,.
Entonces, nos queda que
R = DR.

Observar que como R y R’ son dos matrices triangulares superiores con elementos positivos
(no nulos) en su diagonal principal, no queda otra (hacer la cuenta) que dj,ds, - ,d, sean todos
nimeros positivos (no nulos).

Ahora, multiplicando (2) a derecha por R'~!, tenemos por un lado que

(QR)R'=Q(RR™)=QD

y por el otro lado
(Q/R,)R/_l — Q/(R/R/—l) — Q/-
Entonces, tenemos que Q' = QD y

I=Q"Q = QD) (QD)=D"Q"Q)D =D"ID =D"D = D?,

11



recordar que como D es diagonal DT = D. Entonces

a2 0 - 0 10 0

0 dd -~ 0 0 1 0

0 0 - d& 0 0 1
Por lo tanto |di| = |d2] = - -+ = |dyp| = 1. Como probamos que di,ds,- - , dy son todos positivos
(no nulos), se sigue que dy = dy = --- = d,, = 1, entonces D = I. Por lo tanto RR™' =D =1y

multiplicando esa ecuacion a derecha por R, nos queda que
R =R.

De la misma manera, tenfamos que Q' = QD = QI = (), entonces
Q' =Q.

Con esto probamos que la descomposicién QR de A es tnica. O

Antes de hacer ejemplos de calculo de descomposicién QR, vamos a notar dos propiedades
importantes.

Primero observar que si A = QR es la descomposicion QR de A. Entonces, usando que Q7Q = 1,
se sigue que

Q"A=Q"QR=R, (5)

y tenemos una forma facil de hallar R una vez encontrada Q.

Por otra parte,

considerando el producto interno candnico, notar que

QQT = [Pcol(A)]g7 (6)

donde E es la base canonica de R™.

De hecho, observar que (QQT)(QQT) = Q(QTQ)QT = QIr-Q" = QQT. Entonces
(QQ™)? = QQ". (7)

Ademas,
QN =(@"NTQ" =QQ". (8)

Sea T : C"™ — C™, la transformacion lineal definida por
T(x) = QQ7 (x).

12



Entonces, claramente T es un proyector de C™. De hecho, por (7), se sigue que T?(x) =
(QQT)2%(z) = QQT (z) = T(x). Entonces T? = T.

Por otra parte, considerando el producto interno canénico de C™, por (8), para cada z,y €
C™, tenemos que

(T(x),y) = (T(x))"y = (QQ"())Ty = 2" (QQT) Ty = 27 QR (y) = " T(y) = (=, T(y)).
Entonces, tenemos que T' es un proyector y

(T'(z),y) =(2,T(y)),

para todo z,y € C™. Por lo tanto, por el Ejercicio 20 (resuelto la Semana 11), T' es un proyector
ortogonal.

Ademss, por un lado es claro que Im(T) = col(QQT) y por el otro lado, recordemos que la
semana pasada probamos que col(QQT) = nul((QQT)T)* = nul(QQT)* = nul(QT)* = col(Q).
Entonces,

Im(T) = col(QQT) = col(Q) = col(A).

Por lo tanto, probamos que

T = Pcol(A)'

Finalmente, si F es la base canénica de R™, es inmediato ver que [T ]g = QQT. Por lo tanto
[Pt = [T)5 = QQ"
y probamos lo que queriamos.

Ejercicio 30 : Hallar la descomposicion QR de

1 2
Ai=12 1
1 3
1 2
SeaS=gen{ | 2 |, | 1 |}. Considerando el producto interno canénico de R? calcular [Ps]%,
1 3

donde FE es la base canénica de R3.

Dem. Como A; € R3*? y rg(A;) = 2 podemos usar lo que probamos en el Ejercicio 30. Sélo
basta encontrar una base ortonormal (con el producto interno canénico de R3) del subespacio

1 2
col(Ay))=gen{ | 2 |, | 1 |}
1
Usando Gram-Schmidt, se sigue que
1 5
1 1
=12 == |5}
V6| 210 | 11



es una base ortonormal de col(A1). Entonces, tomamos

\w‘m
=
o

Q=

SHShsH
=

ﬁ ‘
—_
[e=]

Entonces, por (5), tenemos que

12 1 1 2 NG
R=Q"Ai=| ¥ Y& f |]21 =[ 56]
V210 V210 V210 1 3 V210

Las matrices Q y R que definimos cumplen que A; = QR, donde @ € R3*? es una matriz cuyas
columnas forman una base ortonormal de col(A;) y R € R?>*2 es una matriz triangular superior con
elementos positivos (no nulos) en la diagonal. Esa es la descomposicién QR de A;.

1 2
Finalmente, observar que S =gen{ | 2 |, | 1 |} = col(A;). Entonces, usando la ecuacién (6),
1 3

que vale porque estamos considerando el producto interno canénico de R? y la base canénica
de R3 tenemos

1 5
[ 2 1 3
V6 V210 1 2 1 = = =
SIE = — | V6 V210 5 __8 1 |1 = 7
1 11 210 V210 /210 3 _3 26
V6 /210 7 35 35

Teorema de representacion de Riesz

Finalizamos la Guia con una teorema muy importante y varias aplicaciones del mismo.

Teorema de representacion de Riesz: sea (V, (-, -)) un K-espacio euclideo de dimensién finita
y ¢ : V — K una funcional lineal, entonces existe un tinico vector u € V tal que

¢(v) = (v, u),

para todo v € V.

El siguiente ejercicio es una demostracién del Teorema de representacién de Riesz.

Ejercicio 31: Sea (V,(-,-)) un K-espacio euclideo finito dimensional.

a) Sea ¢ € L(V,K). Demostrar que

para cualquier w € Nu(¢)* tal que |w| = 1.
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b) Notar que ¢(w)w no depende de la eleccién de w.

Observar que si lo que afirma el ejercicio es correcto, podemos tomar u := ¢(w)w, entonces u es
el tnico vector de V tal que

¢(v) = (v, u),
para todo v € V. Por lo tanto, si resolvemos el Ejercicio 31, estamos demostrando el Teorema de
representacion de Riesz.

Dem. a) : Caso Trivial: ¢ = 0, es decir ¢ es la transformacién lineal nula, entonces ¢(v) = 0 para
todo v € V. En este caso, claramente
Nu(¢) =V,

o dicho de otra manera, v € Nu(¢) para todo v € V. Entonces, tomemos cualquier w € Nu(¢)* tal

que |lw|| = 1. Observar que ¢(w) € K (es decir es un escalar) y entonces ¢(w)w € Nu(¢)* (porque

Nu(¢p)* es un subespacio). Entonces, como v € Nu(¢) tenemos que { v, ¢p(w)w ) = 0 y se sigue de
manera trivial que, para todo v € V,

para cualquier w € Nu(¢)* tal que |Jw| = 1.
Caso No Trivial: ¢ # 0. En este caso, existe v # Oy tal que ¢(v) # 0 (por qué?) y entonces
Im(¢) =Ky, como V es de dimensién finita, por el teorema de la dimensién, se sigue que

dim(Nu(¢)) = dim(V) — dim(Im(¢)) = dim(V) — dim(K) = dim(V) — 1.
De la misma manera, como Nu(¢) es un subespacio y V es de dimensién finita, tenemos que
dim(Nu(¢)t) = dim(V) — dim(Nu(¢)) = dim(V) — (dim(V) — 1) = 1.

Entonces, tomemos cualquier w € Nu(¢)* tal que |Jw|| = 1. Como dim(Nu(¢)*) = 1, tenemos
que
Nu(¢)* = gen{w}.

Sea v € V, como Nu(¢) es un subespacio y V es de dimensién finita, vale que V = Nu(¢) ® Nu(¢)™*,
entonces existen (tinicos) v € Nu(¢) y va € Nu(¢)* tales que

V= U1 + va.

L+ = gen{w}, tenemos que existe o € K tal que

Entonces, como ve € Nu(¢)
vy = aw.
Es mas, podemos ver quién es . De hecho

(v,w) = (v +vo,w) = (vi,w)+{va,w) = (v, w)+{aw,w) = 0+a{w,w) = al|lw|* = a1 =a.

Entonces
a=(v,w).
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Por lo tanto,

B(v) = 901 +v2) = B(v1) + B(v2) = 0+ 9(v2) = B(v2) = d(aw) = ad(w)
= (v,w) 6(w) = 6(w) (v,w) = (v, d(w)w ),

donde para la ultima igualdad usamos que ¢(w) € K (es decir es un escalar) y que el producto
interno cumple que ¢{u,v) = (u,cv).
Entonces, probamos que para todo v € V vale que

6(v) = (v, d(wlw ),

para cualquier w € Nu(¢)* tal que ||w|| = 1.

b) : Tomemos otro vector w’ € Nu(¢)* tal que ||w'|| = 1. Veamos que ¢(w')w’ = ¢(w)w. Observar
que como w,w’ € Nu(¢)* (y no son nulos) entonces Nu(¢)* = gen{w} = gen{w’}. Entonces, como
d(w)w' € Nu(p)+ = gen{w}, existe a € K tal que

d(w)w' = aw. 9)
Veamos a qué es igual a. Por un lado

(aw,w) = a(w,w) = a|w|?® = a
Por el otro lado, por lo que acabamos de probar en el item a), como w’ es cualquier vector en N u(qb)l

tal que ||w'|| = 1, vale que
p(w) = <w, d(w)w' > .

Entonces, usando (9) y la observacién que acabamos de hacer se sigue que

a={aw,w) = <¢>(w’)w/,w> = <w,¢(w’)w’> = ¢(w).
Entonces o = ¢(w) y volviendo a (9), se sigue que ¢(w')w’ = ¢(w)w y probamos que ¢(w)w no
depende de la eleccion de w. ]

Con la resolucion del Ejercicio 31 probamos el Teorema de representacion de Riesz. Veamos
dos aplicaciones de dicho teorema.

Ejercicio 32: En R, [z] con el producto interno

1
(p,q) :/ p(z)q(x)dx.

-1

Se considera d : R"[z] — R la funcional lineal definida por

(p) = p(0).

Para cada n € {1,2,3,4,5,6} hallar el polinomio p,, € R,[z] tal que
6(-) = (- pn)-
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Por si no se entiende la notacién, lo que nos pide el ejercicio es hallar hallar el polinomio p,, € Ry, [z]
tal que

para todo p € R, [x]. Vamos a demostrarlo para el caso n = 3, los demds casos son similares.

Dem. Consideremos n = 3. Por el Ejercicio 31, para todo p € R, [z], se sigue que para cualquier
q € Nu(0)* tal que ||q|| = 1, vale que

o(p) = <p, 5(Q)Q> :
Si tomamos p3(x) := 6(¢)q(z) entonces encontramos el polinomio p3 que querfamos. Busquemos
entonces algin polinomio ¢ que cumpla lo que buscamos.
Recordar que Nu(d) = {p € R3[z] : §(p) = 0}, entonces p € Nu(6) si p(z) = az® + baz? + cx +d
con a,b,c,d € Ry
0=46(p) = p(0) = a(0)® +b(0)® + ¢(0) +d = d.

Entonces d = 0 y volviendo a la expresién de p tenemos que p(x) = ax® + bx? 4 cx, con a,b,c € R.

Entonces
Nu(8) = gen{z, z?, 23}.

A continuacién, vamos a hallar
Nu(8)t = {r € R3[z] : (r,p) = 0 para todo p € Nu(4)}.

Recordemos que r € Nu(8)* si r es ortogonal a cada generador de Nu(d). Entonces, r € Nu(8)* si

r(z) =ex®+ fr? +gx+hcone, f,g,h ERy
Oz(r,az>:<r,m2>:<r,x3>.

Haciendo cuentas, tenemos que

1 5 4 3 2
2 2
O:<T,x>:/_1(6x3+fx2+gaz+h)xdaz:ex5+fz+gx3+hx2|l_1=65+g3.
1 6 5 4 3
2 2
O:<r,x2>=/ (€$3+f$2—|—g$+h).’£2dl‘:€£+f£+g£+h£|l_l:f*—i—h*.
1 6 5) 4 3 ) 3

1 7 6 5 4
T x T Ry 2 2
0:<r,x3>:/ (ex® + f2° + gw + h)a’de = e + f— + g= + h—|L, = e= + g%
1 776 75 T4 775

Nos quedaron las ecuaciones

2 2 2 2 2 2
T AT N R gy
egtog=J5thy=est9g
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Resolviendo el sistema, obtenemos que

)
=g=0 = ——h.
e=g=0yf=-3
Entonces, volviendo a la expresién de r, tenemos que r(z) = ex® + fz* + gz + h = h(1 — 22?%) con
h € R. Entonces

5
Nu(8)*+ = gen{1 — §x2}
Notar que
5 ! 5 5a°  10a® 8
1_22_/ 2224y = 0% _ 1 _°
5,2
Tomando ¢(x) := (1\/% ) = \/g(l —2z%) = %(1 — 227), tenemos que
9
L _ _ _ 32
q € Nu(6)" y |lq|l = 1. Observar que 6(q) = q(0) = ==.
Entonces,
—— S 32 3v2 55 9 5,5, 9 15,
=0 =4(0 = VEOVIE 2y T 2 = 2 22,2
ps(a) 1= 8(@a(e) = gy = 242 202 =20 -2y =0 -
El polinomio p3(z) = % — 155:1:2 que encontramos cumple que, para todo p € Ra[x],

i(p) = <p,2—25x2>'

Ademés p3 es el tnico polinomio que cumple la igualdad anterior por el item b) del Ejercicio 31.
O

A continuacién veamos otra aplicacién muy importante del Teorema de representacion de Riesz.

Ejercicio: Sean (V,(-,-)y) v (W, (-, )w) dos K-espacios euclideos finito dimensionales y T :
V — W una transformacién lineal.
Demostrar que existe una tunica transformacion lineal S : W — V tal que

(T(v),w )y = (v, S(w) )y,

paratodov e Vy w e W.
Ayuda: usar el Teorema de representacion de Riesz para cada w € W fijo con la funcional lineal

Pw(v) = (T(v), w )y -
Dem. Tomemos w € W arbitrario pero fijo y consideremos la funcional lineal de la ayuda, ¢, :
V — K definida por
¢w(v) = <T(U)7 w >W :
Ver Ejercicio 1.
Efectivamente ¢, es una funcional lineal. De hecho, si v,v" € V y «a, 8 € K entonces, usando que
T es una transformacién lineal y los axiomas de producto interno tenemos que

Puw(ow + pv') = (T(aw + Bv'), w >W = (aT(v) + T(V),w >W =a(TW),w)y+ B<T(’U'),w>w
= @y (V) + By (V).
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Como ¢, € L(V,K), por el Teorema de representacién de Riesz que probamos en el Ejercicio
31, existe un tnico vector u € V tal que

buw(v) = <U>U>V'

Tenemos todos los ingredientes para definir la transformacion lineal S : W — V que pide el ejercicio.
De hecho, vamos a definir S como
S(w) = u.

Notar que S estd bien definida, porque para cada w € W que fijamos, por el Teorema de represen-
tacién de Riesz obtuvimos un tnico u € V tal que

Puw(v) = (T(v), w)y = (v,u)y = (v, S(w) )y . (10)

Por otra parte, S es una transformacién lineal, pues, si w,w’ € W, por el Teorema de representacién
de Riesz, existen tinicos u,u’ € V tales que

Puw(v) = (TO),w)y = (v,u)y v duw)=(Tw),w )y = (v,u),.
Sean «, 8 € K entonces, por los axiomas del producto interno tenemos que
(banrﬁw’(v) = < T(U)v ow + Bw/ >W =a < T(U)a w >W + B < T(’U), w/ >W
= ahu(v) + B (v) =@ (v, u)y + B (v,u' )y, = (v,au+ fu’ ), .

Entonces, por la unicidad del Teorema de representacién de Riesz, se sigue que au + Su’ es el tinico
vector de V tal que
¢aw+,3w’ (U) = <U7 ou + ,B'LL/ >V .

Entonces, por definiciéon de S, tenemos que

S(aw + pw') = au + Bu’ = aS(w) + BS(w')

y concluimos que S es una transformacion lineal.
Finalmente, volviendo a (10) tenemos que, para cadav € Vy w € W

(T(v),w)y = Pu(v) = (v,u)y = (v, S(w) )y .

Por lo tanto la transformacion lineal S cumple lo que queriamos.
Veamos que S es la tinica transformacién que lo cumple. Supongamos que existe S’ € L(W,V)
tal que para todov € Vy we W

(T(v),w )y = (v,S(w) )y = (v, (w) )y -

Entonces, (v, S(w) )y = (v, 5 (w) )y, para todo v € Vy w € W. Entonces, usando la linealidad
del producto interno, se sigue que para todov € Vy w e W

(v, S(w) — S5 (w) >V = (v,S(w) )y — (v, S (w) >V =0.
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Es decir (v, S(w) — S(w) )y = 0, para todo v € Vy w € W. En particular podemos tomar v :=
S(w) — S'(w), entonces,

0= (v,S(w) = §'(w) )y = (S(w) - §'(w), S(w) = §'"(w) )y, = [|S(w) = &' (w7,

para todo w € W. Entonces,
S(w) — S(w') = 0v,

para todo w € W. Por lo tanto
S(w) = S(w'),

para todo w € W. Entonces S = S’ y probamos lo que queriamos. O

A la tnica transformacion lineal S : W — V que cumple

(T(v),w )y = (v, S(w) )y,

para todo v € Vy w € W, se la llama la transformacion lineal adjunta de T y se la suele notar
T* := 5. No confundir con la notacién que usamos para matrices, recordar que si A € C"™*"™ es una
matriz, definimos A* = AT . De todas maneras, el proximo ejemplo muestra que la notaciéon para la
transformacion lineal adjunta, no es casual.

Ejemplo 1: Tomemos V = C* y W = C™ con el producto interno canénico y definamos
T:C"— C™ como
T(z) = Az,

donde A € C™*™ es una matriz. Recordemos que A* = AT y el producto interno canodnico se define
como (u,v) = v*u. Entonces, observar que para todo z € C" e y € C'™, tenemos que

(T(@),y)em =y (T(2)) = y"(Al2)) = (y" Az = (A%y) "z = (2, A"y )en -

Por lo tanto, por definicién de transformacién lineal adjunta, en este caso tenemos que 7% : C"™ — C"
es la transformacién lineal definida como

T (y) = A%y.

Ejemplo 2: Supongamos que (V,(-,-)) es un K-espacio euclideo y & C V es un subespacio de
dimension finita. Sea

T := Ps
(el proyector ortogonal de V sobre §). Por un lado, T" es un proyector, por lo tanto
T*=T.

Ademss, en el Ejercicio 20, probamos que como T es un proyector ortogonal, para todo =,y € V
se cumple que

(T(x),y) = (=,T(y))-

Entonces, por definicién de transformacién lineal adjunta, se sigue que en este caso T* = T.
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Es mas, a partir del Ejercicio 20, podemos decir que 1" es un proyector ortogonal si y sélo si
T?=TyT"=T.

Juntando el Ejemplo 1 y el Ejemplo 2, podemos ver que:

Si consideramos C™, con producto interno candnico y E es la base candnica de C", entonces,
para cualquier subespacio S C V se sigue que

[Ps]z = ([Ps]5)® = ([Ps]R)*

Si consideramos R™, con producto interno candnico y F es la base candnica de R", se sigue
que
E E\2 ENT
[Psli = ([Ps]E)” = ([Ps]E)" -

La prueba de este hecho se sigue viendo que para todo z € C", Ps(z) = [Ps]%(z). Entonces, como
Ps es un proyector ortogonal, por el Ejemplo 2, P§ = Ps, y por el Ejemplo 1, P§(z) = ([Pg]g)*(l‘)
Entonces, para todo x € C™, nos queda que

([Ps)E)" (z) = ([Ps]E)(x)-

Eso implica que
[Ps]% = ([Ps]E)"
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